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Esercizio 1. [10 punti] Tracciare il grafico della funzione

f(@ = \/meﬁ [f(x) _ \/me_xib}

specificando: dominio, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, eventuali punti di massimo/minimo
relativo, eventuali punti di non derivabilita. Non e richiesto lo studio della derivata seconda.

[b=2,3]
Svolgimento. Studiamo la prima funzione. Il grafico della seconda si ottiene da questa per riflessione

rispetto all’asse y.

I1 dominio di f ¢ D =R\ {b}, ed f ¢ continua in D. Chiaramente f(x) > 0 per ogni z € D e f(z) =0
se e solo se x = —b, che sara quindi il minimo assoluto di f. Il grafico di f non presenta simmetrie
evidenti.
Si ha, in base alle gerarchie di infiniti e infinitesimi,

lim f(z) =0, lim f(x)= +o0,

x—b~ z—bt

e dunque la retta di equazione x = b ¢ un asintoto verticale destro per il grafico di f. Per x — 400 si ha

0= a1 o (3)) (14240 2) -
=+(x+b) +o(1),

e pertanto le rette di equazione y = +(z + b) sono asintoti obliqui per z — Fo0.
Per x € D\ {—b} si ha

N r _ o — 2
fi(x) = ( e sgn(z? — b?) T |22 b2‘> e

__ &7 2oy blzt =V
——(LL’SgD(% —b)—m

EE
b b
=5 b(z +b) et 12— 2br —b?
_ 2 2y (. _ 2 _p2 '
sgn(x ) e T sgn(x ) e p—
da cui segue, per x — —b%,
b
, e=—b  x%—2bx — b? 1 1
€T) = ~ :i: be 2 — :too,
Y e B A R
e pertanto x = —b e un punto di cuspide per il grafico di f. Inoltre
lim f'(x) = 0.

r—b~

1



Avendosi

22 —2x-0*>0 & z<(1-V2)boz>(1+V2)b,
e tenendo conto del segno dei fattori z — b e sgn(z? — b?) di f’, si vede che f & decrescente in (—oo, —b),
crescente in (—b, (1 — v/2)b), decrescente in ((1 —+/2)b,b) e in (b, (1 + v/2)b) e infine crescente in ((1 +
V/2)b, +00). Dunque come gia osservato z = —b & il minimo assoluto della funzione, z = (1 —+/2)b & un
massimo relativo, ma non assoluto (in quanto supj, f = +oo come visto), e z = (1 + v/2)b & un minimo
relativo ma non assoluto, in quanto f((1 ++/2)b) > 0.

Ficura 1. Grafico di f con b = 2.




Esercizio 2. [7 punti| Calcolare il seguente integrale:
2 1+ sinx 3 a—sinz
/ (cosz)?log [ ——— | du. / (cosz)?log | ———— | dx.
0 a—sinz 0 1 +sinx

Svolgimento. Svolgiamo il primo integrale. Il secondo si ottiene cambiando il segno. Facendo il
cambiamento di variabile t = sinz e integrando per parti si ha

2 1+ si ! 1
/ (cos z)? log (ﬂ> dm:/ (1—t2)10g( +t> dt
0 a—sinze 0 a—1
1 1+6\1" 1 L3t —3
= [(t—=#)1 ——(a+1) | —=——_qt
(=57) e (5)], 560 [ s

La funzione razionale dell’ultimo integrale non ¢ propria. Eseguendo la divisione tra polinomi si trova
allora

[a = 3,2]

3t — 3 3 — 3t ((a—1)*+a—-3)t+ala—1)
= —tta—1+ ,
(t+1)(a—t) —(a—1t—a (t+1)(t—a)
e si puo poi scomporre la funzione razionale propria al membro di destra in fratti semplici:
(a—1P2+a-3)t+ala—1) A B
(t+1)(t—a) S t+1 t—a’
con
A:((a—1)2+a—3)t—|—a(a—1) _ 2
t—a — a+1’
B_((a—1)2~|—a—3)t+a(a—1) a® — 3a
t+1 i a+1
Dunque

/—ii:ﬁ—%#i/t+a—1+ L (=3 2\
t+D(a—t) a+1\ t—a t+1

1
] ((a® — 3a)log |t — a| — 2log |t + 1]) +c.

1
:§ﬁ+wa—1ﬁ+

L’integrale richiesto ¢ pertanto

™

2 3 1+sinz 1, 1+1 1 s 1.,
log (8 go = | (£ — =3 )1 (a1 = =(a® = 1)t
/0 (cosz)’ log (a — sinx) T [( St ) log | —— 6(a—|— ) 3(a )

1

2 1
+=log|t + 1| — =(a® — 3a)log |t — a
3 3 .
4 1 1 1
—-m+n—§f—n+§m%n@bg“ .
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Nelle diverse versioni:

2log2+6logs — 2 A,

. —2log2 —6log2 + 1 B,
§log8—% C,

D.

2 3
—5log8+ 3



Metodo alternativo. Dopo la sostituzione, si ottiene

/01(1 —t*) log <%> dt = /01(1 —t*) log(1 +t) dt — /01(1 — %) log(a — t) dt,

e i due integrali si calcolano integrando per parti, il che da luogo anche in questo caso agli integrali di
due funzioni razionali non proprie, ma con denominatori che hanno una sola radice reale.



Esercizio 3. [7 punti] Determinare il polinomio di Taylor di centro zyp = 0 e di ordine n = 3 della

funzione

f(z) = (14 azx + cosz)".

[(CL, b) = (2a 1)7 (_Qa 1)7 (27 _1>> (_27 _1>]

Svolgimento. Si ha
(1 + ax + cos x)bz — ebmlog(lJraercosx)’

e grazie al fattore bz, ¢ sufficiente sviluppare log(1 + az + cosz) a meno di termini o(z?). Grazie allora
agli sviluppi cosy =1 — %yz +o(y?) elog(l+y) =y — %yz + o(y?) per y — 0, si ottiene

1 1 1
log(1 + az + cos ) = log (2 + ax — §x2 + 0(x2)) = log 2 + log <1 + 507 — le2 + 0(x2)>

1 1 1/1 1 2
1002 4+ —ar — =2 N N 2
0g2+ ;az — + o(z?) 5 (an i +o(z ))

1 1 1 3
=log2 + 50T = §(2 + a®)x? + o(z?) = log2 + 20 = sz + o(x?),

dove nell'ultimo passaggio si ¢ usato il fatto che a? = 4 in tutte le versioni. Di conseguenza, usando lo
sviluppo ¥ = 14y + 14> + 3y 4 o(y?) per y — 0, si ha

1 2_3p..3 3
(1+ax + cos x)bx — e(log2)bx+2abr 70z +o(x?)

1 1 1 ?
=1+ (log2)bx + §abx2 — sz?’ +o(x®) + 5 ((log 2)bx + iabf — be?’ + 0(m3))

1 1 3 ’
+ 5 ((log 2)bx + Eabe — be?’ + 0(:1;'3)) + o(z?)
1 3 log® 2 log 2 log® 2
=1+ (log2)bx + §abm2 — beg + %meQ + %ab%:)’ + %b?’m?’ + o(x?)

1 b
=1+ (log2)bx + 5(ab + log?2)2? — ﬁ[18 — 12ablog 2 — 4log® 2|23 + o(x?),

dove nell’'ultimo passaggio si ¢ usato il fatto che b?> = 1 in tutte le versioni. Per 1'unicita nel teorema di
Peano, il polinomio di MacLaurin richiesto ¢ dunque

1
Ts(z) = 1 + (log 2)bx + §(ab +log?2)2? — 2—2[18 — 12ablog 2 — 4log® 2]2°.



Esercizio 4. [8 punti] Determinare per quali valori di o € R sono convergenti gli integrali impropri:

a a

1 T +00 T
« Oéd Y [
/0 (Isinz|’ + z¢)" [log (32(1 + z))] ! /1 (Jsinz|’ + z¢)" |log (32(1 + z))]

[(a7bvc) = (272’%)7(3 273)7(1 2 é)v(l 1’2)]

PE 1272/9\2

—dx .

Svolgimento. Chiaramente bisogna studiare il comportamento della funzione integranda f per x — 07
e per x — +o00. Inoltre poiché

1 1 ,
log 5x(1+m) =0 < 5x(1+x):1 &S r+r—-2=0 & z=-21,

bisogna anche studiare f per z — 1.
Per z — 07 si ha chiaramente, essendo sinz = 2 4 o(x) e b < ¢,

Isinz|’ + 2¢ = 2°(1 + o(1)) + 2° = 2°(1 + o(1)) ~ 2,
1
log (533(1 + x)) = logz +log(1 + x) — log2 ~ log x,

e pertanto
¢ 1
f@) ~ =

z®|logx|®  zob—e|logx|®’

da cui segue che f e impropriamente integrabile per x — 0 se e solo se a < 1% (si noti che in tutte
le versioni HT‘Z > 1). Per z — 1, facendo il cambiamento di variabile y = 2 — 1 si ha, ricordando che
log(1+1t) =t+ o(t) per t — 0,

1 3 1 3 3
log | = D) =log(1+zy+=y2)== ~=(x—1
og (2x<x+ )) og( +2y+2y) ¥ toly) ~ 5z —1),

da cui
2 1

€T) ~
f@) 3(sin® 1 + 1) |z — 1]
e pertanto f e impropriamente integrabile per x — 1 se e solo se o < 1.
Infine per x — 400 si ottiene, tenendo conto della limitatezza di sin x,

1
|sinz|® 4 2¢ = (1 + o(1)) ~ x5, log (ﬁx(l + a:)) = logx + log(1 + z) —log2 ~ 2log x,

e quindi
x? 1 1
Jw)~ 2azec|log x| 2 zec—|log x|’
e di conseguenza f e impropriamente integrabile per x — +o0 se e solo se a > ”Ta (si noti che in tutte
le versioni ¢ < 1).
Si conclude che il primo integrale improprio considerato ¢ convergente se e solo se a < 1 e il secondo se
esoloseHTa<oz<1.



