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Esercizio 1. [10 punti] Calcolare il seguente limite:

lim & + log(z + az*) — log x — arctan(z cos x)
20+ (V1 -2z — o) sin(bx)
[(a7 b) = (17 2)’ (_2’ 1)’ (17 3)7 (_37 1)]

Svolgimento. Si tratta di una forma indeterminata %. Per quanto riguarda il denominatore d(z), usando
gli sviluppi

—1 1
(1+y)a—l+ay+%y2+o(y2) <o¢—§,—l>, siny =y + o(y) per y — 0,
per x — 0T si ha
1
d(x) = ((1 —22)1/? — r) sin(bx)
x

2 2

Basta quindi a sviluppare il numeratore n(z) a meno di termini o(x?). Dallo sviluppo log(1+y) = y+o(y)
per y — 0 si ha allora, per z — 0T,

x + log(z + ar*) —log(x) = x + log(1 + az®) = z + az® + o(z?)

mentre in base agli sviluppi

= (1 —x— 1$2 —(l-z4+2H)+ 0(:1:2)) (bx + o(z)) = —3—bx3 + o(z?).

1 1
cosy=1-— §y2 + o(y?), arctany =y — gy?’ + o(y?) per y — 0,

si ottiene

arctan(x cos(z)) = arctan(x(1 — 2°/2 + o(2?)) = arctan(z — 2°/2 + o(z?))

=z —1°/2+o(z*) — %(x —2%/2 4+ o(2*))? + o(x — 2° /2 + o(z*))?

1 1 )
=z - 5:63 - 5333 +o(z?) =z — 6353 + o(z?).
Quindi
) 6 5)3
n(z) =z +ar’ +o(x®) —x + éx?’ +o(z?) = % + o(z?).
Il limite richiesto e quindi
(6a+5)z3 3
2 4 o(x?) 6a + 5 6a + 5
li & = lim — 1 1)) = — .
xl)]%l+ _%333 _|_ 0(.7:'3) xl)]%l+ 9b ( + O( )) gb



Esercizio 2. [15 punti]| Studiare 'integrabilita in senso improprio dell’integrale

I /°° (2v/z+a+1)loga p
— X
T Pt (et )Va+a)

al variare del parametro § € R e calcolarlo per § = %

[a=5,4,3,2]

Svolgimento. Si tratta di un integrale definito in senso improprio in quanto l'integrale e definito su
un intervallo non limitato. Inoltre la funzione integranda, pur essendo ben definita in (0, +00), non &
limitata in un intorno destro di 0. Per lo studio dell’integrabilita possiamo usare il criterio del confronto
asintotico in quanto la funzione e definitivamente di segno costante sia in 0 sia a +o00 .

e Integrabilita. Detta fz la funzione integranda, per  — 07 si ha chiaramente 2v/z+a+1 = a+1+0(1)
ex+ (a+1)\/r+a=a+o(l), dacui

folz) = (a+ 1)log(z)(1+ o(1)) _ (a+1) log(x)(l +o(1)) ~ a+1 1

a?xP a? B

a? zBlog 'a’

che risulta integrabile impropriamente per z — 07 se e solo se 3 < 1.
Per £ — 400 si ha invece 2\/r+a+1=2z(1+0(1)) ez + (a+ 1)y/x + a = 2(1 + o(1)), e pertanto

fola) = 2@;3%2?1105;(1)) = 2 (1 o) ~ 2

che risulta integrabile impropriamente per z — 400 se e solo se f+3/2 > 1 <— [ > —1/2.
In conclusione la funzione ¢ integrabile in senso improprio nellintervallo (0,400) se e solo se § €

(—1/2,1).

e Calcolo per 3 = 1/2. Sostituendo y = y/r siha, z = y* e dy = 2‘17””5, e pertanto 'integrale da calcolare

diventa
/°° (2y +a+ 1) log(y)
I =4
o W+ (a+1y+a)?

75+3 log™* z

?

e osservando che 2y+a+1 & la derivata di y*+ (a+1)y +a, e pertanto [ %dy = —m,
si puo integrare per parti ottenendo
(2y +a+ 1) log(y) 4log(y) 4
4 dy = — dy
(1* + (a+ 1y +a)? y*+(a+1y+a (W? + (a+ 1y +a)y

41o 4
S 8y) / a0,
y*+a+1y+a (y+a)ly+1y
Applicando la decomposizione in fratti semplici per calcolare I'integrale a secondo membro:

4 A B C

= +
(y+a)y+1ly y+a y+1 y

)

si ha
4
(y+1y

4 4

4 4 B

a—1" +a)y+1)|,, a

yema (a—TDa’ (y+a)y

y=—1

Quindi

4 4 4 4
| e e s o)~ gy st )+ st

e una primitiva della funzione integranda nella variabile y ¢ la funzione

_ Alog(y)
P = s yva  e-De

log(y +0) = - log(y + 1) + - log(y)



e l'integrale richiesto vale
I'= lim F(y)— lim F(y).

y—+oo y—07t
Per y — +00 si ha

PO =~y T (log (1 § 5) Flos (1 y 5)) -0

mentre per y — 07 si ha

1 1

F(y) = 4log(y) (_y2 Tty ta + 5) + ﬁlog(y%—a) G i D log(y + 1)
_ y+a+1) ora
_4y10g(y)a(y2+(a+1)y+a) + @ —1) loga +o(1) — a(a—l)l ga,

in quanto il primo termine tende a 0 per il confronto potenza/logaritmo. In conclusione
4log(a)

1= ala—1)



Esercizio 3. [7 punti] Risolvere la seguente equazione in C e rappresentare le soluzioni sul piano
complesso:

2| = 2+ V3Im(2) +ilm(z).

2] =iz + V3Re(2) —iRe(2), |z| = z +/3Im(2) +iIm(2), |z| =iz + V3Re(z) — iRe(2)]
Svolgimento. Posto z = x + iy si ha:
2| = 2+ V3Im(2) + ilm(z) <= 22+ y2 =z — iy — V3y + iy
— V2 +y:=2—3y
224+ y? = 2% + 3% — 2By
= {:1: > V3y
y2 - \/gxy =0
= {x > \/§y

y:\/§xu y:O
—
x> /3y x> V3y

<:>{y=\/§wu{y:0

<0 x>0

Pertanto le soluzioni dell’equazione sono rappresentate dall’'unione delle due semirette:

-10



