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Esercizio 1. [14 punti] Calcolare il seguente limite
¥ (/a—1)logn — vVn+b+1
1m

nEee gin? (\/%M) -log(an? + b) .

[(a7 b) = (57 2)7 (47 3)7 (37 2)7 (27 5)]

Svolgimento: Per quanto riguarda il denominatore, si ha

Lot 1(1+o(1))—i+o(i)
Jmra Vit E Vm =V O\VR)

e dunque, in base allo sviluppo sinxz = z + o(x) per x — 0,

) ot (o))~ (o ()
bl (1+0(1)) = % n 0(1)

mn

n
Inoltre )
log(an® + b) = log(n?) + log (a + —2) = 2logn + o(logn),
n
e pertanto
1 1 1 21 1
sin’ (\/%+a) -log(an® +b) = <% + 0(5>) (2logn + o(logn)) = ;)Sn +0 < Oi”) .

Invece per il numeratore, dagli sviluppi e* = 1+ x + o(z) e log(1 + z) = x + o(x) per x — 0, si ha

» 1 1
Va=eW =14 254 5(2),
n n

n log(n+b) logn | 1 b logn | b 1 logn logn log n log n
n+b=e n  =en Tolog(l+3) _ 7 tozto(lz) — S 4o(57) =1+ +0< >’
n n
da cui segue

1 1
(Va—1)logn— Vn+b+1= (loga—l) Ogn—i—o( ogn>.
n

n
Si conclude che il limite richiesto vale

(loga — l)loin +o0 (loﬁ)

n
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n—-+o0o o - —_-
bn +o ( n )
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= é(loga —1).



Esercizio 2. [18 punti] Tracciare il grafico della funzione
f(x) =2z + log (|4e” — "))

specificando: dominio, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, eventuali punti di massimo/minimo
relativo, eventuali punti di non derivabilita, intervalli di concavita/convessita, eventuali flessi. E richiesto
lo studio della derivata seconda.

f(x) = =2z +log(|4e® —e™7|), 2z +log(|4e™" —€”|), —2zx + log(|4e ™ — eﬂ)}

Svolgimento: Poiché |y| > 0 se e solo se y # 0, il dominio ¢ dato da D = {z € R : 4e® — e™® # 0}.
Essendo allora

1 1 1
4e" —e " =e"(4e* —1) =0 & = 1 ¢ = QIOgZ = —log?2,
si ottiene D = R\ {—log2}. Inoltre f & chiaramente continua in D (poiché logaritmo, modulo ed
esponenziale sono funzione continue nel loro dominio naturale) e non presenta simmetrie.

Avendosi chiaramente

lim f(z)=—o0,
r——log 2
la retta di equazione r = —log 2 & asintoto verticale per il grafico di f. Inoltre tenendo conto del fatto

che

4" —e T =e (4 —1) >0 & > & x> —log2,

1 =

per x — 400 si ottiene

1 1
f(z) = 2x+log(4e” —e™ ) = 2x+log (4@’5 (1 + 16_2“5)) = 3z+log 4—|—10g(1—16_2$) = 3z+log4+o(1),
quindi f(x) — +o0 e la retta di equazione y = 3x 4 log4 ¢ asintoto obliquo a +00. Analogamente per
x — —oo si vede che

f(z) =2z +log(e™ — 4e”) = 2z + log (™" (1 — 4€*") ) = z + log(1 — 4€**) = x + o(1),
e dunqune f(x) — —oo e ha asintoto obliquo y = x.
Poiché I'argomento del modulo si annulla solo per x = —log 2, che non fa parte del dominio di f, si vede
che f ¢ derivabile in tutto D, e ricordando che diy(log ly|) = %, la derivata di f risulta
de* +e7"  12e" —e"

!
=92 = .
F(@) + 4e* — e~ 4et — e

Essendo allora

1 1
12" —e "= “(12e* — 1) >0 & e*>-—- & x> —§log(12),

12
si vede che f & crescente nell'intervallo (—oco, —3 log(12)), decrescente in (—3 log(12), —log2), e di nuovo
crescente in (—log 2, +00). I punto z = —1log(12) risulta un massimo locale, ma non globale (poiché
come visto supp f = +00).
Infine: ) )
() = (4e® — ™) — (4" + €e77) _ 16
(4ex _ 67“7:)2 (46x _ 6796)2

pertanto la funzione risulta concava in (—oo, —log2) e in (—log2, +00), e quindi in particolare il suo
grafico rimane sempre sotto gli asintoti.
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