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Esercizio 1. [10 punti] Tracciare il grafico della funzione
f(x) = iz,

specificando: dominio, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, eventuali punti di massimo/minimo,
eventuali punti di non derivabilita.

[(a7 b) = (17 4)7 (27 _3)7 (_47 1>> (_37 _2>]
Svolgimento.

Versione A (a,b) = (1,4). La funzione ¢ f(z) = e
Il dominio della funzione ¢ D; = (0,e™*) U (e, +0), e f & continua in D; e non presenta simmetrie
evidenti. Inoltre evidentemente f(z) > 0 per ogni € Dy (poiché e¥ > 0 per ogni y € R).
Essendo log(e™) = —4 < 0 e lim,_(.—4)= logz 4+ 4 = 0%, si ha
log
im ———— = Foo
z—(e~4)*E log T+ 4 00,

e dunque, ricordando che e — 0 per y — —o00, e — +00 per y — 400, si trova
lim f(x) = +oo, lim f(x) =0,
z—(e—4)*

z—(e=4)—

e pertanto la retta di equazione x = e~* & un asintoto verticale sinistro per f, e f si puod prolungare con
continuita da destra in z; = ¢~* ponendo f(e™*) = 0. Inoltre ricordando che logz — —oo per x — 0T e
log x — 400 per x — 400, si ha

log x log x
im ————=1= lim —————
z—0+ logx + 4 z—+oo logx + 4
e dunque
li = li =
lm f@)=e, |l fla)=e

per cui f ha per asintoto orizzontale destro la retta y = e, e si puo prolungare con continuita a xqg = 0
ponendo f(0) = e.

La funzione ¢ derivabile nel suo dominio naturale e si ha
log =
log x ].Og T 46 log z+4
/ — lo, 1+4D f— .
Jlw) = evs {logx—l—ll} z(log x + 4)2

Analogamente a sopra, e tenendo conto della gerarchia degli infinitesimi, si vede allora che

li ! = li ! =0
a:i)%l"' f (fL’) +OO7 x%(ler{lél)-&- f (:E) ’

pertanto nel punto o = 0 il prolungamento di f ha tangente verticale, mentre nel punto x; = e~* ha

tangente destra orizzontale.
1



Inoltre chiaramente f'(x) > 0 per ogni € Dy (I'esponenziale ¢ sempre positivo e il quadrato ¢ sempre
non negativo), quindi la funzione & strettamente crescente su (0,e™) e su (e™, +00). Non ci sono né
punti di minimo (relativo o assoluto) né punti di massimo (relativo o assoluto).

Kokokoskookosk >k

log
Versione B (a,b) = (2, —3). La funzione ¢ f(z) = ¢?ose—3
Il dominio della funzione & D = (0,€%2) U (€32, +00), e f & continua in D; e non presenta simmetrie
evidenti. Inoltre evidentemente f(z) > 0 per ogni € Dy (poiché e¥ > 0 per ogni y € R).

Essendo log(e*/?) =3/2>0e lim,,_, /2y« 2logz — 3 = 0F, si ha

log x
——— = 400,
z—(e3/2)= 2logx — 3

e dunque, ricordando che e — 0 per y — —o00, e — 400 per y — 400, si trova
lim r) = 400, lim xr) =0,
z—(e3/2)+ f( ) x—(e3/2)~ f( )
e pertanto la retta di equazione z = €32 ¢ un asintoto verticale destro per f, e f si pud prolungare con
continuita da sinistra in 2; = ¢*2 ponendo f(e*?) = 0. Inoltre ricordando che logz — —oo per  — 0F
e logx — 400 per x — +0o0, si ha

, log x 1 ) log x
lim ————=—-= lim ———,
e—0t+ 2logxr —3 2 a—+oo 2logr — 3
e dunque
li _ 1/2 li — 1/2
xg(l)l+ f({E) < xﬁlgloo f(:E) <

per cui f ha per asintoto orizzontale destro la retta y = e'/2, e si pud prolungare con continuitd a zy = 0
ponendo f(0) = /2.

La funzione ¢ derivabile nel suo dominio naturale e si ha

log x
log & log x 3e2logz—3

/ — 2lo x73l) —_— — .
Jlw) = exr [ ] z(2logx — 3)?

Analogamente a sopra, e tenendo conto della gerarchia degli infinitesimi, si vede allora che

lim f'(x) = —o0, lim  f'(z) =0,

z—0*t z—(e3/2)~

2logx — 3

pertanto nel punto z, = 0 il prolungamento di f ha tangente verticale, mentre nel punto z; = ¢*? ha
tangente sinistra orizzontale.

Inoltre chiaramente f'(x) < 0 per ogni € Dy (I'esponenziale ¢ sempre positivo e il quadrato ¢ sempre
non negativo), quindi la funzione & strettamente decrescente su (0, ¢*?) e su (e*?2, +00). Non ci sono né
punti di minimo (relativo o assoluto) né punti di massimo (relativo o assoluto).

kookokoskook sk k

Versione C (a,b) = (—4,1). La funzione ¢ f(x) = eT1iog7

Il dominio della funzione ¢ Dy = (0,6%) U (e%, +00), e f e continua in D; e non presenta simmetrie
evidenti. Inoltre evidentemente f(z) > 0 per ogni z € Dy (poiché e¥ > 0 per ogni y € R).
1 : .
Essendo log(e1) =1 >0e hmx_)(ezle)i 1 —4logz =07, si ha
1
sos(ehyr 1 — 4logx
e dunque, ricordando che eV — 0 per y — —o00, ¥ — 400 per y — +00, si trova

lim  f(z) = +oo0, lim f(z) =0,

z—(e4)~ z—(ed)T



e pertanto la retta di equazione z = e & un asintoto verticale sinistro per f, e f si puo prolungare con
continuitd da destra in z; = ei ponendo f(ei) = 0. Inoltre ricordando che logz — —oo per = — 01 e
log x — 400 per x — 400, si ha

) log x 1 ) log x
lim ———=—-= lim —,
z—0+ 1 —4logx 4 a2+l —4logx
e dunque
1 1
! _ -1 I _ -1
:z:if[gl+ f(x) °n Iirfw f(x) ©n

per cui f ha per asintoto orizzontale destro la retta y = e_i, e si puo prolungare con continuita a xg = 0
ponendo f(0) = e~ .

La funzione ¢ derivabile nel suo dominio naturale e si ha
log @

log logx ¢l—4logz
/ — 1—41o, zD — .
Jla) = et {1—4log:p] z(1 —4logx)?

Analogamente a sopra, e tenendo conto della gerarchia degli infinitesimi, si vede allora che

lim f'(z) = +o0, lim f'(z) =0,

—+
z=0 z—(e)*

pertanto nel punto zy = 0 il prolungamento di f ha tangente verticale, mentre nel punto x; = ei ha
tangente destra orizzontale.

Inoltre chiaramente f'(x) > 0 per ogni € Dy (I'esponenziale ¢ sempre positivo e il quadrato ¢ sempre
non negativo), quindi la funzione ¢ strettamente crescente su (0, e1) e su (e1, +00). Non ci sono né punti
di minimo (relativo o assoluto) né punti di massimo (relativo o assoluto).
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Versione D (a,b) = (—3,—2). La funzione ¢ f(z) = e TRaTE

1l dominio della funzione & Dy = (0,e72/3)U (e72/3,400), e f & continua in D; e non presenta simmetrie
evidenti. Inoltre evidentemente f(x) > 0 per ogni z € Dy (poiché e¥ > 0 per ogni y € R).

Essendo log(e™/3) = —=2/3 < 0 e lim,_,(,3/2)= 3log z + 2 = 0*, si ha

log

1 08t
x%(elgl/:")i 3logz + 3 oo

e dunque, ricordando che e — 0 per y — —o00, e — 400 per y — 400, si trova
lim xr) = +00, lim x) =0,
x—(e=2/3)+ f< ) x—(e=2/3)~ f( )

e pertanto la retta di equazione z = e~%? & un asintoto verticale destro per f, e f si puod prolungare

con continuitd da sinistra in z; = e=2/3 ponendo f(e~2/3) = 0. Inoltre ricordando che logx — —o0 per
x — 0" elogx — 400 per x — 400, si ha

log 1 ) log
im —————=—-= lim ————,
a—0+ 3logx +2 3 2o+ 3logx + 2
e dunque
1 1
I _ -1 i _ -1
zggﬁ— f($) €% m—l>r—i¥loo f(fl?) €%

per cui f ha per asintoto orizzontale destro la retta y = e’%, e si puo prolungare con continuita a xg = 0
1
ponendo f(0) = e 3.

La funzione & derivabile nel suo dominio naturale e si ha

log

log T B ¢ 3log xz+2
3logz+2|  z(3logxw +2)2

f/(x) — e_3ll>()ggzz+2D |:_



Analogamente a sopra, e tenendo conto della gerarchia degli infinitesimi, si vede allora che
lim f'(x) = —o0, 111121/3 f'(z) =0,
-

z—0+ z— (e~
pertanto nel punto zy = 0 il prolungamento di f ha tangente verticale, mentre nel punto z; = e~2/3 ha
tangente sinistra orizzontale.

Inoltre chiaramente f’(z) < 0 per ogni € D (I'esponenziale ¢ sempre positivo e il quadrato ¢ sempre
non negativo), quindi la funzione & strettamente decrescente su (0,e~%?) e su (e=2/3, +00). Non ci sono
né punti di minimo (relativo o assoluto) né punti di massimo (relativo o assoluto).

F1curaA 1. Grafico di f con (a,b) = (1,4) (non in scala).
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Esercizio 2 [8 punti] Calcolare lo sviluppo di Taylor nel punto zy = 0 all’ordine 4 della funzione

cos(x2)+ax

(& — € — aex

1+ bzsinx

fz) =

[(a7 b) = (17 2)7 (_17 2)7 (17 3)7 (_17 3)]
Svolgimento. Per il numeratore, osserviamo che, in base agli sviluppi cosy = 1 — %yQ + o(y?), eV =
L+y+ 507+ 0> + 579" +o(y?) per y — 0, si ha

cos(z?)+ax — el—l—ax—%x‘l—i—o(:c aw—%x4+o(z4)

)
e = ee

1 1 1 ? ’
=e (1 +ax — 53:4 + o(z*) + 3 (ax — 5904 + 0(x4)> + (aa: 5+ 0(1'4))

1
6
+i (ax - %x“ + o(:c4)>4 +o ((‘”‘: - %x4 * O<x4>>4>>

1 1 1 1
=e <1 + ar — §x4 + —a*r? + —aPr? + —a'at + 0(x4)>

2 6 24
= e+ ear + wa2? + SaPad + i(a4 —12)z* + o(2?)
2 6 24 ’

da cui otteniamo

6cos(:z:Q)—i-am — e —ear = §a2x2 + ECL3:L'3 + i((l4 — 12)1’4 + 0(174),

6 24

il cui ordine non nullo pitt basso ¢ z2. Quindi, per sviluppare f all’ordine 4 ¢ sufficiente sviluppare il
denominatore a meno di termini o(x?).
Dunque, dallo sviluppo siny = y + o(y) per y — 0 otteniamo

1+brsine = 1+b2®+o(a?),
e dato che ;17 = (1+1)™' =1 —t+ o(t) per t — 0, otteniamo
1 1

= =1—ba? ?).
l+brsine 1+ bx?+ o(x?) o)

Pertanto
flx) = (gasz + ga3x3 + 2%(@4 —12)2* + 0(:(;4)> (1= ba® + o(z?))
= SaQ:lc2 + ga?’xg + 2—€4(a4 — 12 — 12a*b)2* + o(2*).



Esercizio 3. [9 punti] Discutere la convergenza del seguente integrale improprio al variare del
parametro a € R:

oo _y log(1 + a*x?) oo 9o log(1 + a?z?)
log(1 a2 o0 T 7 2 log(1 R
/0 [log(1 + az)] 0+ ar)e T [/0 [log(1 + az)] 0+ az)e x
Calcolarlo per oo = 2.

[Versioni: A: potenza o — 2,a = 2; B: potenza 2 — a,a = 3; C: potenza o — 2,a = 3; D: potenza
2—qa,a=2]

Svolgimento.
1. Studio della convergenza.
Comportamento per x — 0. Sviluppiamo il primo fattore:

log(1 + ax) = ax + o(x),
da cui
log(1 + ax)]* ™ = (az + o())* 2 = (az)* (1 + 0(1))* 2 = (az)* (1 + o(1)).
Per quanto riguarda il secondo fattore,
log(1 + a*2?) = a*x* + o(2?), (1+ax)*=14+0(1) VaeR.

Riassumendo, abbiamo il seguente comportamento vicino a 0

[0}

f(x) = (az)*? - a2a? (1+0(1)) = a®z*(1 + o(1)) ~ g

e quindi, per il criterio di confronto asintotico allora I'integrale vicino a 0 converge se e solo se —a < 1,
cioe a > —1.
[Nelle versioni con esponente 2 — «, si ha

a4fa

fx) ~

e quindi si ha convergenza vicino a 0 se e solo se a < 5.

ro—4 )

Comportamento per r — +00. Per ogni a € R, si ha
log(1 + az) =logz +log (1 +a) =logz(1+0(1)) = (log(1+ axz))** = (logz)**(1 + o(1))

(14 az)* = (az)* (L +1)" = (ax)*(1+0(1)), log(1+a’z?) = log(z®) +log (& +a®) = 2logz(1+0(1)).
Quindi:

2(log z)* ! 2 1
= ——1 1)~ ————.
f(@) (az)™ (1+0(1)) a® z(log 7)1
[Nelle versioni con esponente 2 — « si ha
2 1
fx) ~

a® 2o (log x)2—3
Per il criterio di confronto asintotico, possiamo dedurre che 'integrale converge all’infinito se e solo se
a > 1 [stessa cosa per tutte le versioni].

In conclusione, tenendo conto dello studio per z — 0 e per x — o0, l'integrale converge se e solo se

« > 1 [nelle versioni con esponente 2 — o U'integrale converge se e solo se a € (1,5)].

2. Calcolo per a = 2. Osserviamo preliminarmente che, con la sostituzione x = at si trova
T log(1 + a*x?) 1 [T log(1 +t?)
(1) — 5 dr=~— —( 5 dt
0 (14 ax) a f, (1+1)

Troviamo prima l'integrale indefinito.



Integrazione per parti. Considerando che o2 +t) =D ( il +t) risulta
log(1 + ¢ log(1 + ¢ ¢
/og(+ )dt:_og(—l— )+ / gt
(1+1)? 1+ (t+1)(1+1¢2)
Decomposizione via fratti semplici. Cerchiamo A, B, C' tali che:
t __ A Bt+C
t+1)(1+#2) t+1 1+
Risolvendo: . . .
A=—= B=-=-, (C=-.
2’ 2’ 2
Quindi:
t 1 s+
= — + ’
@+&X1+ﬂ) 2(t+1) 14t
e
t 1
dt = 1 t+1 —1 14t —arctan(t) + C.
/(t+1)(1—|—t2) oglt+ 1| + = log(1+ )+2arcan()+

Espressione finale dell’integrale indefinito. Sostituendo:
/log(l +t?) g log(1 + %)

(1+1)? B t+1
log(1+1¢%) 1 1+ﬂ
1+t 2 7 (141)?
Calcolo dell’integrale improprio. Detta F'(t) la primitiva con C' = 0, risulta

+oo 1 1 t2
@) g1+ 1) by Y F(e) — lim F(c) = T
0 (1 + t) c—+400 c—0 2

1
log |t + 1]+ = log(l + ) + 3 arctan(t)| + C

+ arctan(t) + C, CeR, t>-1.

dove abbiamo considerato la gerarchia degli infiniti e il fatto che lim; (H—tz = 1. Da (1) e (2) si

1+1)
ottiene boo | -
o 1
/ og(1l + a*z?) dr = T
0 (1+ ax)? 2a



Esercizio 4. [5 punti] Risolvere nel campo dei numeri complessi la seguente disequazione e rappre-
sentare l'insieme delle soluzioni nel piano di Gauss:

|z —a+bi| > |z+b— ail.

[(a7 b) - (27 7)7 (_77 2)7 (37 5)7 (_57 3)]

Svolgimento. Scriviamo z = x+yi con x,y € R. Allora i moduli nel problema proposto si scrivono come
|z —a+bi| =+/(z —a)?+ (y +b)2, |24+ b—ai| = \/(z +b)2+ (y — a)2.

Poiché i moduli sono non negativi, eleviamo al quadrato senza invertire il verso:

(z—a)’+(y+b)° > (x+b)°+ (y—a)’.

Sviluppiamo i quadrati:
(2% — 2az + a®) + (y* + 2by + b%) > (2® + 2bx +b*) + (y* — 2ay + a?).

Semplificando, otteniamo
—2ax + 2by > 2bx — 2ay

e raccogliendo,
—2ax — 2bx +2by +2ay > 0 <= 2(a+0b)(y—z) > 0

OVVero
(a+b)(y—x)>0.
In conclusione, distinguendo i casi, I'insieme delle soluzioni e
S={z=z+yieC:y>a} sea+b>0,
S={z=r+yicC:y<uzx} sea+b<0.
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FIGURA 2. S={z=2+yieC:y>ua}



