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Esercizio 1. [8 punti] Tracciare il grafico della funzione

2
x2_|_e|x al

specificando: dominio, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, eventuali punti di massimo/minimo
relativo, eventuali punti di non derivabilita. Non e richiesto lo studio della derivata seconda.

[a=(2,3,4,5)]

Svolgimento: 11 dominio di f ¢ chiaramente D = R, e f ¢ pari, quindi basta studiarla per > 0. Risulta
anche evidentemente
f(x) >0 VzeR

Poiché D =R ed f e chiaramente continua in D, il grafico di f non ha asintoti verticali. Inoltre

lim f(z) = o0, lim —~ = 400

r—400 r—+400 €T
dove il secondo limite e conseguenza della gerarchia degli infiniti. Dunque il grafico di f non ha nemmeno
asintoti orizzontali né obliqui.
Risulta poi

F(z) =22(1 =) per 0 < z < V/a, F(z) = 2z(1+ ) per z > a.

fL(Va) = lim)_f’(x):(), fi(va)= lim f'(z)=4Va.

z—(Va a—(va)*
e quindi il grafico di f ha in 2 = £++/a due punti angolosi (con tangente orizzontale da un lato).
Infine & chiaro che f’(z) < 0, e pertanto f & decrescente, per 0 < x < y/a, mentre f'(z) > 0, e quindi
f & crescente, per x > y/a. Di conseguenza x = 0 & un punto di massimo relativo (ma non assoluto) e
x = ++/a sono punti di minimo assoluto per f.



Ficura 1. Grafico per a = 2

Esercizio 2. [7 punti] Calcolare il seguente integrale:

2 logw g
o (Ba— 2Rt

[a=5,4,3,2]
Svolgimento: Integrando per parti:

log 1 ! log x 1
8T =9 [loga( —— Nde=2—"8" o 1 g
/(3a—x)3/2 v /Og$<(3a—x)1/2> v (3a — x)1/? /:c(3a—x)1/2 ‘

Calcoliamo 1'ultimo integrale: con la sostituzione ¢ = (3a — x)/?

/—1 d:z:——/—2 dt = — ! /( ! + = )dt
z(3a — x)'/? 3a — t? V3a V3a—t V3a+t
1 V t
= — log< Sa ) + c.
V3a V3a—t

Pertanto si conclude:
/ log = 2log x 2 V3a + (3a — x)'/?
dr = Joy < ) +c
V3a — (3a — x)1/?

(3a — x)3/2 * (3a — x)1/2 * \/3_a10

da cui segue
/2a log © dx:210g(2a)+ 2 log(\/%+\/5>_2loga_ 2 log<\/3_a+\/%>
o (3a—x)¥? Va V3a T \VBa—+y/a/  V2a  V3a T \V3a— 24/




Esercizio 3. [5 punti] Risolvere la seguente equazione in C:

22+ Im(22£62) =5 [22 +Im(2? £ 32) = 2} :
Svolgimento: Risolviamo l'equazione: z? 4+ Im(2% + 6z) = 5. Posto z = x + iy, si ha:

2 4+Im(2%+62) = 5 <= 22 —y* + 2y +Im(2® —y* +2iry+62+6iy) = 5 <= 22 —y* +2iry+2ry+6y = 5
2=y +6y=>5 — 1y +6y=>5 2 =5 y=15 z=+5-V5
<~ <~ (0] < (0] .
xy =0 z=0 y=20 x=0 y=0
Pertanto le soluzioni dell’equazione sono

z:\/g, z:—\/g, z =1, z = )i



Esercizio 4. [6 punti] Calcolare il seguente limite:

2 n?
: an” +bn +c T
lim e "t 4 — .
n—+00 an? n!

[(a,b,¢) = (2,3,3),(3,2,2),(4,5,3),(5,4,3)]

Svolgimento: Avendosi

an® +bn +c\" 5 an® 4+ bn + ¢ 5 b c
——— | =exp(n’log| —————) ) =exp(nilog(1+—+—
an an an  an

ed essendo e°) = 1+ o(1), si vede che basta sviluppare il logaritmo a meno di termini o(1/n?) per
n — oo. Dunque, in base allo sviluppo log(1 +t) =t — % + o(t?) per t — 0, si ha

b c b c 1/ b c \? 1
log 1+—+—2 :—+—2—— —+—2 +0—2
an an an an 2\an an n

Pertanto

an® +bn +c\™ of O G b? n 1
_— =exp(n| —+ — — —— +0o| —
an? p an an? 2a?n? n?

b b? c_ b2
= exp <an + 2 ~ 52 + 0(1)> = 63”65_277(1 +0(1)).
D’altra parte, in base alla gerarchia degli infiniti, egn/n! = o(1) per n — oo, e dunque
—2n 1 _ . —-n
e +H_€ a"(1+40o(1))

Si conclude che il limite richiesto vale
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Esercizio 5. [6 punti] Discutere la convergenza del seguente integrale improprio al variare del

/a log*a — log2xdx
o (Va—-vzT)"

parametro a € R:

[a =5,4,3,2]

Svolgimento: Risulta chiaramente:

log? 1 1
f(x) ~— oggx = ——————perz — 0.
az az x0%log " x
e ricordando che la funzione g(z) = m ¢ integrabile per z — 0% per ogni 5 < 1, v € R, si vede che

f ¢ integrabile per z — 0T per ogni a € R.
D’altra parte, posto y = a — x,
log? a — log*(a — y)
flz) =

(Va—va=9)"

Per y — 07 risulta allora

2
1
log®(a —y) = (loga + log <1 — (loga _Y + 0(y)> =log*a — 2%3/ + o(y)

-)
Ja—y = a1 \/_( _2£ O(y)) \/_—F?f“o()

Pertanto
log? a — log*(a — y) B QIOga?J +oly) 210%?/(1 +o(1))
(Va—+va—y) <my + 0(y)> (ﬁa?J) (1+o0(1))
Si deduce che

297145 logay' ™ per y — 07

f(z) ~ 22 a2 loga Cper T —a.

1
(@ —x)-
Pertanto f ¢ integrabile per x — a~ se e solo se @« — 1 < 1, cioe o < 2. Segue che f ¢ integrabile in (0, a)
se e solo se a < 2.



