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PROVA SCRITTA DEL 15/6/2021

Scrivere nome, cognome e numero di matricola in stampatello su tutti i fogli da consegnare. Consegnare
solo la bella copia. Solo gli svolgimenti motivati e scritti chiaramente saranno presi in considerazione.

1. Data la funzione
f(‘T,y) = (12 +y2 74)2 + ]-7

determinarne:

(a) gli eventuali punti stazionari, e la loro natura;

(b) il massimo e il minimo assoluto su R?, se esistono;

(¢) il massimo e il minimo assoluto nell’insieme D = {(z,y) € R? |22 + 4y < 4}, se esistono.

Soluzione.  (a) La funzione data ¢ un polinomio, quindi ¢ di classe C°°(R?), e i suoi punti
stazionari si ottengono allora annullandone il grandiente:

fo(x,y) = dx(2® +y* —4) =0,
fy(2,y) = dy(a® +y* —4) = 0.

La prima equazione & verificata per x = 0 o z2+y? = 4. Sostituendo 2 = 0 nella seconda equazione
si ottiene 4y(y?> — 4) = 0, che ha le soluzioni y = 0,42. Sostituendo invece 22 + y? = 4 nella
seconda equazione si ottiene identita 0 = 0. Dunque, osservando che i punti (0, £2) soddisfano
I'equazione 22 + y? = 4, si conclude che i punti stazionari di f sono (0,0) e tutti i punti (z,y)
sulla circonferenza di equazione z2 + y? = 4. Per studiarne la natura calcoliamo I’hessiano di f:

1222 + 4y — 16 Sy
2 _
Dfmw_{ 8zy 422 +12y% — 16|
Si ha allora
—-16 0
2 —
che ¢ definita negativa (ha un autovalore A = —16 di molteplicitd geometrica 2), e dunque (0, 0)
¢ un punto di massimo relativo. Se invece (z,y) ¢ tale che 22 + y? — 4 si ha
8z 8x
2 _ Y

da cui
det sz(x, y) = 642%y? — 6422%y* = 0, tr sz(:c, y) = 8(:172 + y2) =32

e dunque D2 f(x,y) é semidefinita positiva e non da informazioni sulla natura del punto staziona-
rio. Osservando pero che nei punti (x, %) tali che 22+%? = 4 si ha f(z,y) = 1, mentre chiaramente
f(x,y) > 1 per ogni (z,y) € R?, si conclude che tali punti sono minimi assoluti, e quindi relativi,
di f.

(b) Come appena osservato, mingz f = 1, realizzato in tutti i punti della circonferenza di
equazione z2 + y2 = 4. Avendosi inoltre, in coordinate polari,

f(rcosf,rsinf) = (12 —4)2 +1 — +oo  per r — 400,

e poiché questo limite ¢ chiaramente uniforme in 6 (’espressione di f in coordinate polari non
dipende infatti da @), si conclude che lim(, )00 f(z,y) = +00, e che quindi f non ammette
massimo assoluto su R2.

(¢) L’insieme D é la parte di piano delimitata dall’ellisse di centro 'origine e semiassi 2 e 1
lungo z e y rispettivamente (ellisse compresa), ed ¢ quindi compatto. Pertanto per il teorema
di Weierstrass esistono minp f e maxp f. Poiché inoltre I'ellisse OD, di equazione 2% + 4y? = 4,
e la circonferenza di equazione x2 + y? = 4, su cui f raggiunge il suo minimo assoluto, hanno
in comune i punti (+2,0), si conclude subito che minp f = 1. Il punto di massimo assoluto di
f su D potra trovarsi all’interno di D, nel qual caso dovra essere il punto (0,0), unico punto
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di massimo relativo di f, oppure su 0D, e sara dunque un punto di massimo di f vincolato a
dD. Posto g(z,y) = 22 + 4y? — 4 si ha chiaramente D = {(z,y) € R?|g(x,y) = 0}, e poiché
Vyg(z,y) = (2z,8y) # (0,0) per ogni (z,y) € D, tutti i punti di D sono regolari. Ne segue che
i punti estremali di f vincolati a D si possono determinare tramite il metodo dei moltiplicatori
di Lagrange, cioé saranno soluzioni del sistema

Jo(@,y) = Aga(2,y) = 22(22% + 2> —8 — \) = 0,

Ty(@,y) — Agy(x,y) = dy(x® + y> — 4 —2X) =0,
g(w.y) =2 +4y* -4 =0.

La prima equazione & verificata per z = 0 o A = 222 4 2y? — 8. Sostituendo x = 0 nella terza
equazione si ottiene y = +1. Sostituendo invece A = 2x2 + 232 — 8 nella seconda equazione si
ottiene 12y(4 — 22 — 3?) = 0, e sostituendo poi in questa I'equazione x? = 4 — 4y? (equivalente
alla terza) ci si riduce a 36y® = 0, cioé y = 0 e x = +4/4 — 4y? = £2. Essendo allora f(0,41) =
10, f(0,0) = 17 (e f(£2,0) = 1 come gid osservato), si ottiene maxp f = 17. Un metodo
alternativo (e piu rapido) per determinare il massimo assoluto ¢ il seguente. Considerato il
disco E = {(z,y)| 2% + y* < 4}, che ¢ compatto, poiché f(x,y) = 1 sulla circonferenza OF =
{(z,y) |2® +y?> =4} e f(z,y) > 1 su E, si ha che il massimo assoluto di f in E, che esiste per
il teorema di Weierstrass, non puo trovarsi su 0F, e deve dunque coincidere con 'unico massimo
relativo interno a E, cioé (0,0), e dunge maxg f = f(0,0) = 17. Dunque f(z,y) < 17 per ogni
(z,y) € E. Essendo allora D C E questo varra anche per D, ed essendo (0,0) € D si conclude

che maxp f = maxg f = 17.
/// e* 1 dedydz
E

dove E = {(z,y,2) eR*|0< z,y,2 <1, 2<x+y < 1}.

Soluzione. La disuguaglianza x +y < 1 equivale a y < 1 — z, ed essendo 0 < x < 1 nell’insieme
FE,;se 0 <y <1—xsihaanche0 <y <1, eanalogamente se 0 < z < x+y si haanche 0 < z < 1.
Dunque 'insieme di integrazione si pud scrivere come

E:{(a:,y,z)€R3|O§x§1,0§y§1—x,0§z§x+y},

. Calcolare l'integrale

che é chiaramente normale rispetto all’asse z, con sezioni parallele al piano yz che sono normali
rispetto all’asse y. Dunque integrando per strati rispetto a tale asse

1 1-z z+y 1 1—z
/// e* 1 dedydz :/ dx/ dy/ dze* = e_l/ dm/ dy ("t — 1)
E 0 0 0 0 0
1

- 1/ dz(e—e"—1+a)=e” (e(el>1+;)l.
0

2e

. Calcolare il flusso del campo vettoriale
x Y z

F xr,Y,z)= - Y + xZ, +z )

(#,y,2) ((m2+y2+22)3/2 Y (22 + y2 + 22)3/2 (22 + y2 + 22)3/2 >

definito per (z,vy, z) # (0,0, 0), attraverso la superficie 3 ottenuta dalla rotazione completa attor-
no all’asse z della curva di equazione z = 2— 22, z € [—1, 1], contenuta nel piano zz, e orientata in
modo che il versore normale nel punto (2,0,0) sia n™ = (1,0,0). (Sugg.: [ (1+f§)3/2 = (1+ZZ2)1/2 2

Soluzione. Poiché la definizione di flusso di F' attraverso ¥ conduce a un integrale il cui calcolo
é complicato, conviene cercare di utilizzare il teorema della divergenza per ridursi al calcolo del
flusso attraverso una superficie pit semplice. A tale scopo si consideri la superficie cilindrica

So={(z,9.2) €R}| =1 <2< 1,22 +y* =1},

che ¢ generata dalla rotazione completa attorno all’asse z del segmento {(2,0,2z) € R3| -1 < 2z <
1, z = 1} contenuto nel piano zz. Si ha allora ¥ U Xy = 9D, dove

D={(z,y,2) €R®| —1<2<1,1<a+y" < (2-2%)%}
¢ I'insieme generato dalla rotazione attorno all’asse z dell’insieme F = {(x,0,2) e R?| -1 < 2 <
1,1 <z < 2— 22} contenuto nel piano xz e delimitato dal segmento di sopra e dal segmento

di parabola che genera Y. Orientando allora g con il campo di versori normali esterni a D,
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nd (z,y,2) = (—x,—y,0), (z,9,2) € Xo, e tenendo conto che I'orientazione di ¥ data dal testo é
anch’essa esterna a D, dal teorema della divergenza si ha che il flusso richiesto é

//(F,n+>dS=/// diVFdxdydz—/ (F,ng)dS
by D %o
Essendo poi

9 r (22 + g2 + 22)3/2 — 322(2? + 2 + 22)1/2 922 4y 4 22
or ((1;2 T2t 22)3/2) - (22 + 32 + 22)8 T (@2 1y + 22)5/2
ed analogamente per le derivate rispetto a y e z, si ottiene
222 42 22 a? - P 4 22 a4 y? - 222
(22 + 42 + 22)5/2

divF = +1=1

Dunque

1 1
/// didexdydz:\D\:w/ dz((2—22)2—1):7r/ dz (2% — 42% +3)
D —1 -1

(28 6) 56,
a 5 3 1577

dove per la seconda uguaglianza si € usata una delle formule viste a lezione per il volume di
un solido di rotazione. Inoltre scegliendo la parametrizzazione o(6,z) = (cosf,sinb, z), (0,z) €
[0,27] x [—1,1], di X0, si ha

// (F, no
o
27 cos 6 . sin 0 .
:/ d@/ dz [( 5 a2y 51119) (—cosf) + ((1—i—z2)3/2 —l—cos@) (—sm@)]

[ i [, -2

e in conclusione il flusso richiesto ¢

//E(F,rﬁ)dsz (ngr\@)w

Notare che non sarebbe stato invece possibile aggiungere a ¥ i due dischi ¥4; = {(z,9,2) €
R3 |22 +9y? < 1,2 = &1}, poiché pur avendosi in tal modo X UYX ; UX_ | = 9D con D =
{(z,y,2) € ]R3| —1<2<1,22+9% < (22272}, il teorema della divergenza non si puo

applicare a D in quanto il campo F' non ¢ definito in (0,0,0) € D.

. Studiare la comvergenza semplice e assoluta della serie
+o00 1

nZ:o 14 (3z)"

al variare di z € R\ {—3

Soluzione. Sia |3z| > 1, cioé x € (—o0, —1) U (3, +00). Si ha allora, per n — 400,
11 1 1

T+ Bx)n | Bz |1+ 5| [3z]

1 +o0 1 \n
n=0 [3g[* ~ Zun= 0(\390\) €
1 < 1), se ne deduce, in base al criterio del confronto asintotico, che la

in quanto — 0 per n — +o0o. Poiché allora la serie geometrica Z

3zn
convergente (in quanto ISI
serie data ¢ assolutamente (e quindi semplicemente) convergente per |3z| > 1. Se invece |3z| < 1,
cioé x € (—%, %), si ha (3z)™ — 0 per n — 400, e dunque
1

1+ (3z)”
che implica che la serie data non & semplicemente (e quindi nemmeno assolutamente) convergente,
avendo termine generico non infinitesimo. Infine se 3x = 1, cioé x = 3, il termine generico &

— 1 per n — +o0,

costantemente uguale a %, e dunque ancora la serie non converge semplicemente né assolutamente.
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